Anélisis no lineal - Practica 1 (primera parte)

Shooting 1-dimensional

1. Probar que la ecuacién del péndulo forzado con friccion
u” (t) + au'(t) + bsin(u(t)) = p(t) (1)
con p : [0,1] — R continua admite al menos una solucién para las condi-
ciones de Dirichlet
u(0) = uyp, u(l) = uy.
; Vale un resultado anédlogo para las condiciones periédicas
u(0) = u(1), u'(0) = v/ (1)?
2. Sea g : R — R de clase C! y acotada tal que
g(0) =0, [(2k— )2 < g/(0) < [2kn]?
para cierto entero k. Probar que el problema de Dirichlet
u”(t) + g(u(t)) = 0, w(0) =u(1) =0
tiene al menos dos soluciones ademads de la trivial © = 0.

Sugerencia: considerar la funcién diferenciable ¢ : R — R dada por ¢(\) =
ux(1), entonces ¢(0) = 0y ¢(—A) < 0 < ¢(A) para A > ||g]/c. Luego
probar que ¢'(0) = wy(1), donde wy es la tnica solucién del problema

lineal
{ wq (t) + g'(0)wo(t) =0
wo(0) =0, w(0) =1
y ver que ¢’'(0) < 0.

3. Super y subsoluciones estrictas: Sea f :[0,T] x R — R continua y local-
mente Lischitz en u y sean oo < 8 suaves tales que

o(t) > f(tat),  B"() < f(t,B(1),
a(0),a(T) <0 < 5(0), B(T).
Probar que el problema de Dirichlet
u”(t) = f(tu(t),  uw(0)=u(T)=0

admite al menos una soluciéon u con o < u < 5. El caso particular « = —R
y 8 = R corresponde a la condiciéon de Hartman.



2 Operador de Poincaré

1. Probar que el dominio del operador de Poincaré es abierto.

2. Considerar el problema

W/ (t) = sen(u(t)) + p(t)

con p una funcién T-periddica de promedio 0. Probar:

(a)

Si u es una solucién T-periddica, entonces u + 2km también (se dice
que son soluciones ‘geométricamente equivalentes).

Si u es una solucién T-periddica, entonces ||u'||z2 < ||p||L2. Deducir
que [lu—Tlle < ¢llpllz2-

us

Si c||p|lr> < %, entonces el problema tiene al menos dos soluciones
T-periédicas geométricamente distintas. Sugerencia: encontrar una
solucién u tal que [u] < 7 y otra tal que § <u < 37”

Para p fija (T-periédica, de promedio 0) , probar que si k > 0 es
suficientemente chico, entonces el problema

W/ (t) = sen(ku(t)) + p(t)

tiene al menos dos soluciones T-peridédicas geométricamente distintas.

Probar que el problema

u'(t) = sen(/u(t)) + p(t)

con p T-periddica, de promedio 0 tiene infinitas soluciones T-periddicas.



